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1.- INTEGRAL

1.1.- INTRODUCCION

Es concepto integral, es uno de los desarrollos basicos del Andlisis Matematico.

Sus origenes se remontan al tiempo de los griegos para resolver problemas aislados de calculo de areas
y volimenes. La evolucién de la integral pasa por

ANTINOFONTE ( 430 AC Area del circulo)

EUDOXO ( 409- 356 AC Volumen de la piramide y del cono)

EUCLIDES ( Aprox 300 AC Elementos: Recopilacion de calculos de Areas y Volumenes)
ARQUIMEDES ( 287- 212 AC Area de la pardbola).

KEPLER (1571-1640 DC Volumen de toneles)

GALILEO ( -1638 DC Integracién para la ley de caida de los cuerpos).
CAVALIERI (1591-1647 DC Volumen de toneles).

La integral es un nimero que en su esencia es una suma al limite.

Es un concepto anterior al de derivada. Cuando ésta se desarrolld (circa 1700) permitié avanzar en el
calculo de Integrales por medio de primitivas (Regla de Barrow) que por supuesto no es el Unico método.

1.2.- DIFERENTES TIPOS DE INTEGRAL

La definicién de Integral ha sufrido modificaciones y perfeccionamientos sucesivas para ampliar sus
aplicaciones. A las distintas definiciones se las llamara:

I. Cauchy

I. Cauchy Il
I. Riemann
I. Lebesgue

cada una de las cuales incluye como caso particular a las otras, en orden sucesivo.

Las Integrales Impropias, objeto de este estudio en cuanto a su definicion, existenciay calculo, son un
caso particular de la Integral de Lebesgue, y extension de la Integral de Riemann.



Se tratard a continuacion las definiciones de integral de Cauchy (1 y Il) y de Riemann.

1.3.- INTEGRAL DE CAUCHY (IQ)

La integral de Cauchy (IC) es un nimero real que se obtiene a partir de las hipdtesis de que la funcion
f es continua sobre un intervalo acotado [a,b]

Para definir el nimero real que la IC se toma una particion del intervalo [a,b]:
A= X< Xy < X3 <o X Kier1 < o< X< X1 = b

y en cada uno de los elementos de la particion se elige un punto intermedio & .

fi&

2=X; X3 Xy Xy Xy Xys=h
2y A

La integral de Cauchy se define como el limite de la sumatoria del area de los rectdngulos (&) Axy
cuando el maximo Axx -0
Def. Integral de Cauchy
H; d(ab)<m
H, f [JCl[ab]
n

[ o= tim > o1& a

k=0 k=1
Obs: Si se desea indicar la variable x la integral se escribe:

EC f:= .Ec f(x) dx

pero, nétese que la integral no depende de la variable x ni tampoco de la diferencial dx. La notacién
clasica con dx sugiere el calculo de integrales por la Regla de Barrow por Primitivas, que no se puede usar
en todos los casos. No olvidar que la Integral es un nimero que se obtiene por una suma al limite.



Para que la definicion de la Integral de Cauchy tenga sentido, debe asegurarse la existencia del limite

de la sumatoria que la define. Ello se demuestra a partir de la continuidad de la funcion sobre un intervalo
acotado.

T.- H; d(ab)<m
n

H, f/JC/[a,b] = O lim Z f(&) Ax
maxdax, -0 k=1

D.- Llamando My, my a los extremos superior e inferior de f en el intervalo Xy, Xy.; €stos siempre existen
por la continuidad de f en un intervalo acotado:

fOCllab] = O M:=sup f/[Xx Xys1] O my:=inf f/[xe Xea]

Se acota entonces:

my s (&) < M

n n n

Sp .= z Mg AXK < z f(fk) AXk < Z Mk AXk:: So

k=1 k=1 k=1
Tomando una nueva particion que subdivida la anterior:

M,
M7
m’k
L
A&
X A X
Ax;
en cada subintervalo existen nuevos extremos que cumplen
my, < m’y < f(f’k) < M’ < My
entonces resulta
n n n
So = Z Mg AXk < f(fk) AXk < Mk AXk =: So
k=1 k=1 k=1
< < <
n n n
S = z my &% < (&) A% < M’ &% =: S
k=1

=
Il
S
=
1l
=

repitiendo el proceso con particiones sucesivas se pueden formar dos sucesiones s, y S,

n n n
Sp= z m®, A%, < z f(f(p)k) A%, < z M®, AP, =: S
k=1 k=1 k=1

< < <



Las dos sucesiones cumplen
So 9SS .55 S5 S S sS5s5.55 55
Esdecir s, esmonotona no decreciente, acotada superiormente por S, y
S, esmondtona no  creciente, acotada inferiormente por so
Por el teorema de Weierstrass ambas tienen limite
s OOM - s
P -+
S, OO0M -S
P -+
Ambos limites son iguales porque
n
S, -5, = z ( M®), - m(p)k) A%,

k=1
Una funcién continua sobre un intervalo acotado cumple

f OC/ab]l = |[M® -m®P, |<e

Por lo tanto
n n
Sp—5 =Y, (MO -mP) 4% < D & 4%% =g (b-a)
k=1 k=1

Lo cual lleva a que los dos limites son iguales
S=s

Y por lo tanto las sucesiones S, y s, definen un nimero real quees S=s . De esto se deduce que
por la acotacion

n n n
e z m®, APy, < z f(£<p)k) A%, < z M®, AP, =: S,
k=1 k=1 k=1

existe el limite de la sumatoria
n

O lim Z f(&) A= s=S

maxdax, -0 =)

ntmero real que define a la Integral de Cauchy.



1.4.- INTEGRAL DE CAUCHY 11

La integral de Cauchy se extiende facilmente para el caso de funciones continuas por partes.

Dada una funcién real f se dice que es continua por partes o por tramos sobre un intervalo [a b]
cuando tiene una cantidad finitas de discontinuidades de salto finito

Def. Funcion Continua por partes

f:[ab] - R
X - f(x)
{fEIC/ [ab]-{s;} i 1.n>
fOJCP/[ab] :=
O f(x*), f(x™) | f(x*) - f(x™)|<M

e

ﬂ=d1 dg lig lid:b

La Integral para este tipo de funciones se define como la suma finita de integrales de Cauchy del tipo I.

Def. Integral de Cauchy Il para funciones Continuas por partes.
H; d(ab)<Mm

H, fJCP/[ab]

fm f(x) dx::izzll f|; f(x) dx



1.5.- INTEGRAL DE RIEMANN

Una nueva extensién del concepto de integral se obtiene ampliando la hip6tesis general al caso de
funciones acotadas, manteniendo el intervalo finito (acotado).
Con la acotacién de la funcidn puede reproducirse el proceso realizado en la demostracion de la
existencia de la IC salvo el caso que no pueda asegurarse que s=S.
Partiendo de:
H; d(ab) <M,
H, [f] <M,
Se vuelve a reproducir el analisis hecho para demostrar la existencia de IC

Se toma una particion del intervalo [a,b]:

A= X< Xy < X3 <ooo X NKier1 < o< X< X1 = b

M, Ll , M,
rl"lll'- — ""‘l.,...' _.!':.flt \\-’f e, i‘fk
'-.... 3 Ey
™y M il AL
ey
8=X; X3 Xp Kpu Xy Xy4r=b xp Ak Xz
A Ax, Ax,

Llamando M,, m, a los extremos superior e inferior de f en el intervalo X, X1 €stos siempre existen
por la acotacion de fen [a b]

[f|<M, = O My:=sup f/[Xc Xgs1] O my = inf f/[x¢ Xga]
Se acota entonces:
My < My
n n
Sp = z my 4 < z My A, =: Sy

k=1 k=1

Tomando una nueva particion que subdivida la anterior: en cada subintervalo existen nuevos extremos
que cumplen

my < m’y

In

M’

In

M

entonces resulta



k=1 k=1
< <
n n
Sy = Z my A%y < M’ A% =:S;
k=1 k=1

repitiendo el proceso con particiones sucesivas se pueden formar dos sucesiones s, y S

= <

n n
Spi= z m(P)k A(P)Xk < Z M(P)k A(p)Xk =: Sp
k=1 k=1

Las dos sucesiones cumplen
Sp Ssls...ssp SSp+1 < Sp+1SSp £.55 55
Esdecir s, esmon6tona no decreciente, acotada superiormente por S, y
S, esmondtona no  creciente, acotada inferiormente por sy
Por el teorema de Weierstrass ambas tienen limite
sp OOM - s
P — +o00
S, O Ip:l M-S

+00

Aqui no se puede probar que los dos limites s y S sean iguales: pero como
b Sy-s, 20
solamente se puede asegurar:
s<S
Entonces en el caso que se cumpla la Igualdad s=S existe un nimero real que es por definicién la
Integral de Riemann
Def. Integral de Riemann
H; d(a,b) <M,
H, [f]<M,

H; s=S



Obs.1: Los valores sy S se llaman Integrales de Darboux inferior y superior respectivamente y se
simbolizan como:

EDi f(x)dx :=s Eos f(x)dx :=S

Las integrales de Darboux siempre existen. Entonces la Integral de Riemann existe cuando ambas
Integrales de Darboux son iguales.

Es obvio a partir del analisis del desarrollo hecho para la de IR que las funciones integrables segun la
definicién de Cauchy (fZ7C)ysegiun Cauchy Il (fZ7CP) también son IR.

Algunos ejemplos de anélisis de IR son;

Ejemplo 1. Un ejemplo de una funcién con infinitas discontinuidades (fZZICP) y que es integrable
segin Riemann:

£:[01] - R
X - 1+ 1 xJ] L i] naJN
2n 2n+l 2n
2
.=
# I 1 1 1
¥ 4 2
+00 +00 +oo
1 1 1 1 1 1 1 1 2 _5
[ =3 elod- 2oy @l L-13 Lo tonl.?
IR = 2n 2n 2n = 2n 2n 2 = 2n 2 n 3 3

Este es un ejemplo donde la integral se calcula sin hacer uso del concepto de derivada, lo cual confirma
la independencia de los conceptos.



Ejemplo 2. Un ejemplo donde no existe IR. La funcion se llama de Dirichlet:

Dirichlet: [01] - R

« 1 x0Q
“ o x0Q

. M=

l!'i' i'ﬂhlk=l!? I

La funcion de Dirichlet ( que en realidad no puede representarse ) tiene, cualquiera sea la particion que
se tome:

m®, =0 M®, =1
n n
5= z m®, APx, =0 S,:= z M®P, Ax, = 1
k=1 k=1
Porlotanto:  s=0 S=1

Las integrales de Darboux que siempre existen son distintas y por lo tanto no existe la Integral de
Riemann.



