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1.- FUNCION GAMMA: FUNCION EULERIANA DE SEGUNDA ESPECIE

Existen varias definiciones de la funcion [~ a partir de sucesivas extensiones del Dominio, a saber:
R+
R-zZ"-{0}
C-z -{0}

D
D
D
Que se desarrollaran a lo largo del texto.

1.1.- PRIMERA DEFINICION DE I

1.1.1.- DEFINICION

Se llama funcién Gamma /= (en su primera definicion sobre el dominio R™) o Funcién Euleriana de Segunda
Especie:

Definicion de 7~ (Primera): r-rR" - R
a - Ma) = l;m e * x T tdx

Obs.: La justificacion de que /™ es efectivamente una funcion y de que su dominio es R*, se obtiene del analisis
de convergencia y unicidad que siguen.

1.1.2.- JUSTIFICACION DE LA DEFINICION: ANALISIS DE CVDE LA Il

Se analiza la CV de la II anterior para justificar la definicion.

1.- Existencia de la funcién integrando, salvo para puntos singulares aislados y puntos singulares de la Integral
Impropia:

f : OxO]0A[ Oe * x%°!

p-s. Viw
Vor @ <1

2.- Existencia de la Integral de Riemann sobre el Intervalo de Integracion excluyendo los vecinales de los puntos
singulares:

fe_xx“_ldx OIR O fOCaA] :a>0

3.1. Analisis de CV en V.., : se compara con 1/x*

-x_o-1 o+l
CX X pgom o

/x> et = Le‘xx“‘ldxmcv
+00
I/ izdxmcv [Tabla1]

too x




3.2.- Analisis de CV en V, : se compara con x*~'

a1 o OHG 1 ~x_ a-1
X 1/x = Le % ldx 0 CV < a>0

0+

1-a

I/ ! 4x0CV = 1-a <1 < a0 [Tabla?2]
4.- Resumen de CV

J: e x*Mdx O CV < a >0

1.1.3.- JUSTIFICACION DE LA DEFINICION: UNICIDAD DE LA RELACION [/~ SOBRE R*

La Relacién /~ sobre R es univoca (y por lo tanto es una funcién) hecho que se deduce a partir de la unicidad de
la Integral de Riemann y la unicidad del Limite siguiente:

Ma) = lim fe‘xx"‘ldx
Ao +oo

a-0+

1.1.4.- CONTINUIDAD DE I~ SOBRE R*

T- Def I = [a) = ‘[m e x"ldx OJC/IR*

Toda Integral de funcion continua es continua.

1.2.- OTRAS FORMAS DE I

Otras formas de la funcion [~ se obtienen por medio de cambios de variables. Por ejemplo:

T.- Segunda Forma de [
Def I = [a) = E[L(i)]ﬂ dy

Tomando y > 0 se hace el cambio de variable

y>0 e =y = X:L(l)
y
x=0 - y:1
X -t » y=0
dX:—l dy
y
Resulta

r@ = [ e e



1.3.- PROPIEDADES DE I

1.3.1.- FORMULA DE RECURRENCIA

T,.- Def I = Mat+l) = a Ma)

r(a+1) =f°° e * X dx

+ oo ©0

=-e *x*® +GJ: e ¥ x%ldx
0

=0f  ar(a)

Obs.: No olvidar que a >0

1.3.2.- FORMULA DE RECURRENCIA GENERALIZADA

T,- Def I = [{at+k+l) (a+k) (a+k-1) (a+k-2) ... (a+l) a [a)
F(a+k+1) X

@ !:j (a+))

I(a+k+1) = (o+k) I'(o+k)
= (a+k) ) (a+k-1) I'(a+k-1)
= (0+tk) ) (a+k-1) (a+k-2) I'(a+k-2)

F(a+k+1) = (a+k) (a+k-1) (a+k-2) ... (a+1) a '(a)

(0] también
MNo+k+ l)

) I_Ol (o)

1.3.3.- VALORES NOTABLES M=1

Ts- Def M = /ML) =
ray = j:m e “dx = -e "

+ oo

=1

1.3.4.- VALORES NOTABLES /{n+1) =n!

T4- Def I = [Mn+l) = nl!
Aplicando la Formula de recurrencia generalizada

F(n+l) =n(n-1)(n-2)..3.2.1 [(1)= n!

Obs.: Nétese que la funcion I es una extension a R de los factoriales naturales n!. Por lo tanto se verifica que
M= 0!



1.3.5.- VALORES NOTABLES r(%) =

Ts- Def I = r(%) =

Previamente se demuestra

I:‘[m e-Xde:lx/T'[
2
12=[£°° e dx | [r e dy ]

= J:w j:m e ') dx dy

y=0 R 2R
Tomando la integral doble antes de pasar al limite

f f e ) dx dy

Por ser la funcion integrando positiva, se puede acotar

1/2_x1/2 1/2 1/2_x1/2
f J?R e ) 4xdy < f f e ) 4y dy < f A IZR e ) gy dy

Cambiando a coordenadas polares las integrales de los extremos:
12 _ o (242 2R /2 _ o
ff o P pdpdq)sffe("Y)dxdysf f ¢ pdpdd
, s 12p _
%nf e pdpdd sf f e ) dx dy < %nf e pdpdd

212R
0

2
R f f e ) gxdy < -+ eP
0 4
< I

l <

IN
P

i < ?

IN
NS



szm e™ dx :l«/TT

2

1.3.6.- VALORES NOTABLES /'(n+%) FORMULA DE DUPLICACION PARA nN

1 1 3 531
Te- Def [ = n+=-)=n->-)N->)..— — = mr
6 A 2) ( 2)( 2) 222f

Zin @n-1)@n-3)..5.3.1

|
= (;:)l Jm Férmulade Duplicacion para n[JN
n!

Por la férmula de recurrencia se induce

3,_1
r) =5 /n
5,.31
F(E)_zzJﬁ
7,531
r(5)7222ﬁ
Ly Ly 3y 531
M+ ) =m-—)m-2)w 3 Zﬁt

formula que también puede expresarse
531 e
= = —Am
222

:zin (2n-1)(2n-3)..5.3.1/m

F(n+%) =(n- %)(n—%)

o también una tercera forma que es la Férmula de Duplicacion para nZ/N

2n2n—-1)2n-3)..5.4.3.2.1 /m

1
Mo+=) =
@ 2) 22"

_ e o

22"

1.3.7.- COMPORTAMIENTO DE / EN EL V(0%

T,- Def I = aOv(0) Ma) U%

La funciéon [ se comporta como la hipérbola % en el V(0")

=
—_
Q

) — r(at) 00— 1

2|



1.3.8.- MINIMO DE /~ EN R*

Tg- Def I = [F=amw 0[12]

M) = f” e xdx >0
M) O CR*

r=1
re)=1

Por el Teorema de Rolle:

— @ O[12]: TE)=0

Obs.: La abscisa del minimo es 0, = 1,461 63 ... y la ordenada I"(0,) = 0,885 60...

1.3.9.- RESUMEN DE PROPIEDADES

Def I =T Ma+l) = al{a) Foérmula de recurrencia

=T, Ma+k+l) = (a+k) (a+k-1) (a+k-2) ... (a+l) a I1a)

Férmula de recurrencia generalizada
=>T; mn) =1
=T, Mn+1) = n!

=Ts /'(%) = \/71'
=Ts I'(n+%) =(n- %)(n-g)...%g%ﬁ
zin @n-1) (2n-3)..5.3.1 /m

_ (2n)!
22"n1

=T, adv(o) = Ma) U%

Férmula de Duplicacién para nJN

=Ts [F=amin O[1 2]



1.4.- EXTENSION DEL FACTORIAL PARA VALORES REALES POSITIVOS

A partir del T, se justifica tomar a la funciéon /~ como extension del factorial sobre R*. Se define entonces
Def.. al = [Ma+l)
En particular
or:=r=1

Obs.: La notacion de factorial se extendera a medida que se extiende la definicion de /-

1.5.- REPRESENTACION GRAFICA DE [ (PRIMERA DEFINICION)

La grafica de la funcion /- para @>0 es:

1.6.- DERIVADA DE LA FUNCION I

Como se probara sobre el intervalo real 0<0;< a <0, existe la Derivada de la funciéon /~ cuya representacion es:

Def I = I’(a) = f” e* Xl Lx dx  [o O<asasa

Se recuerda que para cambiar el orden de derivacién en una integral impropia es suficiente que se cumpla:

H, fOCP/ta

H, °Tocrita
oa 9 2 f(ta)

Hy [ focv = oa [, aya= [ da

H, L 9T ey
+00 aa

Las Hipotesis H; y Hs se cumplen:
Derivando bajo el signo integral se tiene:

‘[w 9f(x,0) dx = ‘[m e x% ! Ix dx
Ja

se comprueba que se cumple H, . Falta verificar Hy .



Empezando en V.., el analisis de la CU

Vie- Ooas<a, x%'< x%™!

|L af(x 0() x| = |v[,+00 e * x% ' Lx dx|

|.[/ e * x®7 Lx dx|
+0o

IN

Esta tltima CV en V,,, pues comparando con 1/x*

- - +
e *x®7Lx _ x®MLx

- = F
1/x2 e Xo¥e

= I/ e x% 7 Ix dxO CV @ <da»
+o00
I/ 1 4x0cv [Tabla1]

+00 X2

En consecuencia por el Teorema de Weierstrass

- L e * x%! Lx dxO CU @ <o,
+00

V0+ - la 20 a71< Xal_1

|L af(x O() |L e™ x* Lx dx|

< |.[/ e * xM7 Lx dx|
O+

En V., se compara con x%~'

e *x%TLx e *x%Lx

XCXI—I 1/X1—(11

:e_Xxu_aleDxD_}% 0
axq = L e xO T xdxOCV < a;>0
0+
L L 4x0CV = 1-0a, <1 < a, >0 [Tabla2]
0+ x 17

En consecuencia por el Teorema de Weierstrass

- L e * x% Lx dx 0 CU >0, >0
0+

En resumen

f e* x%' Lx dxO CU oO<oysa<a,

Por lo tanto es valido aplicar la Tesis del teorema enunciado

i j:oof(t’a) dt = fmm d
oa 0

o

I"(cx)=_‘: e x%!' Lx dx @ O<o;sas<a,



1.7. PROPIEDADES DE [’

1.7.1.- FORMULA DE RECURRENCIA DE [’

ra+l) _ r(a)
ra+1l) ra)
Derivando en forma logaritmica la Formula de recurrencia de I’

T,- Def I 1
a

MNo+1) = al(a)
M+l _ 4 (o)

1
Fa+l) o [(a)

1.7.2.- FORMULA DE RECURRENCIA GENERALIZADA I’

F(a+k+1) 1 1 1 1 1 r'(a)
+ + +..+ + =+

T,- Def I =
Ma+k+1) a+k a+k-1 a+k-2 a+l a [(a)

Derivando en forma logaritmica la Formula de Recurrencia de I
IN(o+k+1) = (a+k) (a+tk—1) (a+k—2) ... (a+1) a [(a)
se obtiene la Formula de Recurrencia de I’

MNa+k+1) 1 1 1 1 1 ')
= + + +..+ +—+
MNa+k+1) a+k a+k-1 a+k-2 a+l a (o)

1.7.3.- VALORES NOTABLES (1)

Ts- Def I = 7’1 = ‘[m e” Lx dx=-0.5772...=- y (y.Constante de Euler)

Por célculo numérico se obtiene el valor /(1) = —0.577 215 664 990 ... que es el opuesto de la constante de
Euler (se supone que es un niimero irracional )

1.7.4.- VALORES NOTABLES [’(n+1)

r(n+1) _ )
T.- Def I = Finel) H(n) + (1)

En la expresion de recurrencia de [’

MNa+k+1) 1 1 1 1 1 ')
= + + +...+ +—+
MNa+k+1) a+k a+k-1 a+k-2 a+l a (o)

tomando a=1 y k=n-1 queda

MNMnh+l
Mn+1)

ST - +...+l+1 L0
n

n-1 n-2 2 (1)




definiendo la Suma Armoénica de n términos

H(n) := £+ 1 + 1 +_,_+£+1
n n-1 n-=2 2

H(0):=0
Resulta:

M'(n+1)

Fn+1) = H(n)+T ’(1)

1.7.5.- RESUMEN DE PROPIEDADES DE I

r(a+l) 1 r'(a)

l Formula de recurrencia de /I~
ra+1) a Na)

Def I =T,

ra+k+1) 1 1 1 1 1 rr(a)
+ + + ...+ + =+

=T, = —
Ma+k+1) a+k a+k-1 a+k-2 a+l a [(a)
Férmula de recurrencia generalizada de I
=T M) = ‘[m e” Lx dx= -05772..= -y (y.Constante de Euler)
"(n+
570 O by )

r(n+1)



1.8.- SEGUNDA DEFINICION DE I

La segunda definicion de la funcion /I~ se hace para extender la primera definicion al dominio R que en rigor
sera D=R-Z"-{0}
Para los reales negativos se extiende por definicion la validez de la Formula de Recurrencia

1.8.1.- DEFINICION

Se llama funcion Gamma /= (en su segunda definicion ) o Funcion Euleriana de Segunda Especie:

Definicién de /"(segunda): [:R-Z"-{0} - R
fwe'xx"'ldx a>0

a - /-(a) =
MNa+l)=al(a) a<o0

1.9.- PROPIEDADES DE [ (SEGUNDA PARTE)

Se analiza por la Férmula de Recurrencia el comportamiento de la funcion para los reales negativos y el cero.

1.9.1.- COMPORTAMIENTODE [/ EN EL V(01

To.- Def [ (segunda definicion) = aJ]-10[ = I{a) <0
= aOV(0") = Ma) D%
Partiendo de

MNa) = é I(a+1)

stald]-10[ = l(a) <0
Por otra parte la funcion [ se también se comporta como la hipérbola b en el V(0°)
a

M) _
S =) Ogp - 1

Q|

Esta propiedad se puede extender:

1.9.2.- COMPORTAMIENTO DE I EN EL V(-k)

Tio.- Def [ (segunda definicion) = aJ]-1 0[ = [{a) <0
= ald]l-2 -1 = Ma) >0

= aO]-(k+1) —k[ = sg(@) = (1)
= aOv(©) Ma) D%

1

= aOV(-1) Ma) D—a+1
(-1)¢ 1

= aOdv(-k) Ma) O K a+k

Partiendo de



1 1
M) =—— — (o2
@ =" T@)

siad]-2-1[ = I(a) >0

La funciéon [ se también se comporta como la hipérbola

! " en el V(-1)
(o)

Mo+2) 0P~ -1

Q |~

b
a+1
Generalizando de

MNoa) = ! ! ! ! lr(0(+k+1)
a+k a+k-1 a+k-2 a+l1 a

si a0]—~(k+1) k[ = sg(@) = (1)

La funciéon [ se también se comporta como la hipérbola

i—k en el V(-k)

r _nk
@ _ 1 L R ogg- ),
1 oa+k-1 a+k-2 a+1 a o= k!

a+k

1.9.3.- LIMITE DE Mp+1-v)/ [{1-v)

TlO-'
Def I (segunda definicion) rp+il-v) . r(p+l-n) N O>—000>
nON r(i1-v) v-n r(1-n)
opg- 0 n J<1,p>
opo0 - (-1) p_r(n) n OJ<p+l,+o0<
r(n=p)
D.-
MMp+l-v) _ MNp+1-n)
—— =(pV)(p-1V)(p2V)..CvI-vvOooid - ——= [ >—00,0>
Fioy) ~ VeIV 2V B PG~ R n 0>
D\}Dﬂn—» 0 n 0 <1,p>
MNp+l-v
HRELEY) 1) v (-1 ~p-2). v -2 1)
1-v)
:(71)13& 000 - (71)9& n 0 <p+l,+oo <
F(v-p) v

F(n-p)



1.10.- EXTENSION DEL FACTORIAL PARAVALORESDE R-Z"-{0}

La notacion de factorial se puede extender sobre R—Z "—{0} con la segunda definicién de /. Se define
entonces:

Def.. al = Ma+l) alR-Z-{0}

1.11.- DEFINICION DE 1//~ SEGUNDA DEFINICION

La funcion Gamma 1// (en su segunda definicion ) se puede definir sobre todos los reales. En efecto tomando
para los valores de Z~ [7{0} el valor del limite que es O :

1
r(a)

I:Ill;l_.ll_:p(-. 0

Definicion:  1/[:R - R
1
a -3 [Na)
0 a=Z"0{0}

a#z-0{0}

1.12.- REPRESENTACION GRAFICA DE [ Y DE 1/I- SEGUNDA DEFINICION

Las graficas de la funciones [~y 1//7 para aJR-Z"-{0}>0 es:




1.13.- TERCERA DEFINICION DE I~

La segunda definicion de la funcion /I~ se hace para extender la segunda definicion sobre el dominio

R-Z7-{0} aldominio C-Z~ -{0}
Para los reales negativos se extiende por definicion la validez de la Formula de Recurrencia

1.13.1.- DEFINICION

Se llama funcion Gamma /= (en su tercera definicion ) Euleriana de Segunda Especie:
Definicidn de I~ (tercera):

r:c-z--{0} - C
75 M= fwe_ttz_ldt z0C O Re(2)>0
r(z+1)=1z2r(z) Re(z) <0 O zOz O{0}

1.13.2.- ANALISIS DEL DOMINIO DE LA TERCERA DEFINICION DE I

Se analiza por la Férmula de Recurrencia el comportamiento de la funcién /- (tercera definicion) en los
complejos para los valores enteros negativos y el cero.

En forma analoga a lo demostrado para la segunda definicion de /-
T,, Def [ (tercera definicion) = z/V(0) M) o 1
z

1
= z0V(-l) M) O T+l

1
=0V M) a -

1.14.- PROPIEDADES DE [~ (Tercera Definicion)




1.14.1.- HOLOMORFIA

T,y Def [ (terceradefinicion) = [{z) O H/C-Z"-{0}
La integral que define I(z) = .[m e ' t“"'dt sobre z[JC [JRe(z)>0

M(z) = fw e "t dt

i Hy - 1
=f etV ldt

00

e bt Y gt

00

—t tx—l eith dt

[¢]

e " t* ! [cos(y Lt) +isin(y Lt) ] dt

00

f e " t* 'cos(yLt)dt + i‘[w e " t* !sin(y Lt) dt

Llamando

u(x y) == Re(T'(2)) = f” et %! cos(y Lt) dt

V(xy) = Im(T(2)) = f " et % gin(y Lt) dt

Ambas integrales cumplen con las hipotesis del teorema que da condiciones suficientes para cambiar el orden
entre derivacion e integral impropia:

H, fOCP/ta

H, 9 erita
oa

0 o f(t,a)
— f(ta) dt = —— = dt
:)aa J;+oo ( a) J;+oo

H, L focv PYs
+oo

3 f
H, Lm =, ey

derivando:
du_ J: e " t* ' cos(y Lt) Ltdt
ox

_Ou_ fw e " t* ! sin(y Lt) Lt dt
oy

ov @ —t ,x—1 _-

—:f et sin(y Lt) Lt dt
0x

ov_ fm e " t* ' cos(y Lt) Ltdt
oy

se cumplen las condiciones de Cauchy Riemann y siendo ademas las derivadas continuas



ou_O0v

—= —0O Ck,
ox oy Y
_98_9Vh iy
dy 0Ox

la funcién es Holomorfa

Mz) O H/[z0C [JRe(z) >0]

que se extiende a por derivacion de la formula de recurrencia a:

Mz) OHIC -2~ - {0}

1.15.- EXTENSION DEL FACTORIAL PARAVALORESDE C-Z"-{0}

La notacion de factorial se puede extender sobre C—2Z"—{0} con la tercera definicion de /. Se define

entonces:

Def.: z! := [(z+]1) 20 R-Z"-{0}

1.16.- DEFINICION DE 1/1 (Tercera Definicién)

La funcion Gamma 1// (en su segunda definicion ) se puede definir sobre todos los reales tomando para los
valores de Z~ [7{0} el valor del limite que es O :

1
r(z)

ogf-0

Definicion:  1//:C S C
— z#Z2-0{0}

0 z=z-0{0}



2.- FUNCION BETA: FUNCION EULERIANA DE PRIMERA ESPECIE

2.1.- PRIMERA DEFINICION DE B

La funciéon B tiene una primera definicion sobre el dominio R*X R que més adelante se extendera sobre los
dominios

D=(R-Z2"-{0})x(R-Z"-{0})

D=(C-2"-{0})x(C-Z"-{0})

2.1.1.- DEFINICION

Se llama funciéon Beta B (en su primera definicion ) Euleriana de Primera Especie:
Definicion de B (primera): B: R"xR" - R
(o) - BEQ = [ x* (10" ix

Obs.: La justificacion de que el dominio de B es efectivamente R*X R" se obtiene del analisis de convergencia
que sigue.

2.1.2.- JUSTIFICACION DE LA DEFINICION: ANALISIS DE CVDE LA Il

Se analiza la CV de la II anterior para justificar la definicion.
1.- Existencia de la funcién integrando, salvo para puntos singulares aislados y puntos singulares:

or:  OxOjo1f  OxP' (=x)9¢!
p.s. Vo [Op<1
Vi Dq<1

2.- Existencia de la Integral de Riemann sobre el Intervalo de Integracion excluyendo los vecinales de los puntos

singulares:

—€
f © xP! (109 'dxOIR O fOC[e, 1-&] : Dig.>0
1

3.1. Analisis de CV en V. : se compara con x” '
xP (1 -x)9!
Y opg

L 11 dxO0CV = 1-p<1 « p>0 [Tabla2]
0+X_P

X - .[/ xP 1 (1=x) 9 'dxOCV = p>0
0+

3.2.- Analisis de CV en V|_ : se compara con

xP! (1- X)q_l

0pQ 1
(1-x)" e b1 q-1
= X (1=x)%" " dxUOCV « q>0
L %deCV@ 1-q<1 = q=0 [Tabla2] '
-(1-x)1

4.- Resumen



f xPP (1=x)9!" dxO CV = (p>0)n (q>0)
2.2.- OTRAS FORMAS DE B

Otras formas de la funcion B se obtienen por medio de cambios de variables. Por ejemplo:

2.2.1.- SEGUNDA FORMA DE B

; 00 yp'l
T,- DefB = B :f A
1 (pa) (1+y)P"

Partiendo de

B(pq) :=f xP ! (1=x) ! dx

se hace el cambio de variable
= Y
I+y

1-x= I—L: _—
I+y I+y

1
l+y=—
Y 1-x

Reemplazando
-1
00 yP 1 1
B(pq = f - -
I+y)P (+y)T (1+y)?

ey
B(pq = _E W

2.2.2- TERCERA FORMA DE B

/2
T,- Def B = B(pq) = Zf sin®~'g cos® ¢ dg

Partiendo de

B(pq) :=f xP D (1=x) ! dx



se hace el cambio de variable

172

+x"”=sin¢p < ¢ =Arcsinx"?
x=0 - q):O
T
X:1 — = —
¢ 2

dx=2sind cosdp do
Reemplazando
/2 s 2p-2 2q-2 :
B(pq = f sin? “¢ cos™ P 2 sind cosd do

2 2q-1
B(pq)=2J;T sin® g cos™ ¢ do

Ejemplos:
/2 1 r+l s+l
s T 2
dp = - B(—,—
fs1n¢c0s¢¢ 2(2 2)
Caso particular
1.1
2 m_ 1 11 1 Q)
dp = 2=~ B(5.5) = o —= 2
2 2 2°2 2 ra
1
r()=-/n
2
Caso particular
r+l
2 1 r+l1 1 1 r(i)“/?[
R L arithl:
I'(%H)

2.2.3.- CUARTA FORMA DE B

_ 0 e pt
T3.' DEf B : B (p q) - [oo m

0 p-l ot 0 t(p-1)
B(pq):.[xidx <[ :f €

- €
(1+X)p+q o (1+et)]3+q

o ePt
_.[oo (1+et)P+q dt



2.3.- PROPIEDADES DE B

2.3.1.- REDUCCION DEBA I~

Ty.-

Def B

€ = B(pq): M p>OUq>O
Def I r(p+q)

Sea el producto

r®).T@ = ([ e xmax) ([ ey ay)

que se puede transformar en Integral doble

= fm fooef(ﬁy) x Pl yqfldydx

Haciendo el cambio de variables
t=x+y X =S
S=X y=t-s

donde la Frontera del recinto de integracion se transforma

x=0 - s=0
y:O - s=t
0 1
|det]|=] =1
1 -1
¥ 8
x=10 _ s=1
=10 X g=10
Reemplazando

r(p)f(q)z[‘” £ e 5P (t—s) 9 dsdt

—j: e"-l: sP 1 (t—s)9 'dsdt

Con un nuevo cambio de variables en la integral interna

s

s=tu = u= -
t

s=0 - u=0



r<p>.r<q)=f° ej[ Pt (1w tds dt

:fm e"tp”"l.ﬂ uP ' -9 'du dt
=Bpq Mp+aq

2.3.2.- SIMETRIA DE B

T.- Def B = B(pq) =B(qp)

rer@ _ r@re) _
Fp+q) M(q+p)

D, B(pq) = £ xP N (1=x) 0! dx

D, B(pq) = B(qp)

Con el cambio de variables
y=1-x < x=1-y
x=0 - y=1
x=1 - y=0
dx=-dy

Boo - [ (-9 y" &y -Bap)



2.3.3.- FORMULA DE LOS COMPLEMENTOS

n
sin(7p)

T,- DO B} > ) Mep = P 01[

Def I

Hay varias maneras de demostrar la Formula de los Complementos, a continuacion se presenta la primera de
ellas, otras se presentan en el Apéndice

2.3.3.1.- FORMULA DE LOS COMPLEMENTOS: PRIMERA DEMOSTRACION

D;.- Una primera forma de llegar a la Formula de los Complementos es en el Campo Complejo por calculo de
Residuos:
) Xp_l
I(p) = _[ dx djo1
@ Lo x pU] 0 1T

Tomando la integral a lo largo del camino y

p-1
I:£ z dz
1+z

z
k=0
i
n -
—
Por el Teorema de los Residuos:
£ +j; + j; +£ = 21 R(-1)
1 2 3 4
i0 Xp ! D
Vie z=x¢ .[ .r1+x K-
r-0+
vo: 900 21 z=re™? LCSu|f|=2TrRR = OG-0
2 p ) <p
R -+ R -+
. (p 1) 12Tf(p 1) ) .
Vi z=xe " _{ J: ePMdx ORI - —e ™I
1+xe rﬂ0+
A Pl
ve 0021 0] z=re'™® L Csuplf|=2m - ORf-0 = J; DRG0
4
r-0+ r-0+

R(fl) — e+iT(p—l) - e+iT[p



Retomando
J; +J; +£ +j; = 2T R(-1)
1 2 3 4

I +0 —e@P[+0=—-2me™

Se obtiene entonces
n

sin(Tp)

Por otro lado

0 p-1
Boa = [ 4

(1+y)P™
o yPl F(p)r(-
Bty = [T 4y = FPLEP =gy raop)

De donde resulta la Formula de los Complementos

n

Fp) Mrl-p) = Sin(Tp)

2.3.4.- EXTENSION DE LA FORMULA DE LOS COMPLEMENTOS

Se puede extender la validez de la Formula de los Complementosa p[JR-Z

Def/l” m
Ty 1-p) =
4 pI:IR—Z} rp) r(1-p) Sin(p)
Tomando por ejemplo
pUJI2[ = p-10]01[ F(p) = (p-1) F'(p-1)

= 1-p0]-10 = 2-p0]0I1[ F2-p)=(-p) [(1-p)
Entonces para pl]12[

Fp) F(1=p)= (p-1) F(p-1) Z~P)
(1-p)

= DT -1 Tr2-p

n
=(=1) -
b sin(Tqp ~ 1))

m
sin(Tp)

Analogamente esto se extiendea pJR-Z



p/0101[ p/OZ
qO7101[

Fp)= (- (@-2)..(@qtHql(q :
r{-q = (-9 (=q-1) ... 2-p)(1-p) I (1-p) :1-q0]0 If
= D" (@ (g+D) ... (p-2)(p-1) F(1-p)
r-q)

Fp) T(1-p)= (D% (p-1) (p-2) .. (¢t qT
® Td-p)= D™ (p-D (p-2) .. (@+1) qT(q) P-D(p-2).(q+1)q

= (D" T(g rd-q
n
sin(Tq)
p—q=kU0 Par = sin(Tg) = sin(T(ptk))=  sin(Tp)
OlImpar = sin(Tg) = sin(T(p+k)) =— sin(Tp)

= DT

() F(1-p)= ﬁ

2.3.5.- RELACION CON LOS NUMEROS COMBINATORIOS

Ts- DefB = B(pq) = ptq 1 (p q)IN 2
p-a (p+q
")
_ (@l
OB rpig
_ (p-Dliq-D!
(ptq-1!

_ptq (p-Diq-D!
p-q (p+q-1!

2.3.6.- FORMULA DE DUPLICACION PARA P OR*




22p—1

N

Te- Def B = [(2p) = p) Mp +%) Férmula de Duplicacion para n[JR*

/2 2 1 2 1
B(pp):2£1 sin® ' cos® ¢ do
1

- 22p—1

P S I R
Ehaa 2zf sin® " (8) d6

22p—1

2 f/z sin® (26 ) do

/2
- # 2 f sin® " (8) 6

1 1
= 22p_1 B(p 95)

1
rere 1 TG

r2p) 22 1
(p) 2 M(p+2)

2p-1

nw>—imnmr@+;)

2.4.- REPRESENTACION GRAFICA DE B (PRIMERA DEFINICION)

La grafica de la funcion B para p>0 y q>0 es:




2.5.- SEGUNDA DEFINICION DE B

La segunda definicion de la funcion B se hace para extender la primera definicion al dominio R % que en rigor
seti D=[R-Z"-{0}]?

La extension se basa en la Formula que relacionaa B con /-

2.5.1.- DEFINICION

Se llama funciéon Beta B (en su segunda definicion ) o Funcion Euleriana de Primera Especie:
Definicion de B (segunda):
B:[R-Z2"-{0}]?

x Pt @-x91 dx (p q)O(R*)?

(Pa) - B(pq) := r()r(q) )
L AT " O[R-Z -{0
roso (p@)OR-Z"-{0 ]

2.6.- OTRAS PROPIEDADESDEBY I

2.6.1.- OTRA FORMA DE [ (TERCERA FORMA)

3%Def I 1 e’ N 1
- = |_ dz =
Re(a)<0 27/ Jo===0 0%l ra+1)

-

Tomando la integral a lo largo del camino y

1
= fay e

¥
— K z"t—:‘\‘l "
—=+ % ¥

2Tri1=£l +J'/2 + J;



= —ir —in vima [ -(a+l) _—x
Yii z=X¢ £ J: @@ —1Tr(a+1) dx ORI O- e ‘[ X e dx
r-0+
o rcosd
v 00]-TCT] z=re L CSup|f|= COg-0 = J; DRGG-0
r-0+ r-0+
L + _ exe"‘” +i Sina [ at)
V3. Z=X¢€C T £3 = fW € ndX Dp_}@o% [ T f X e dx
r-0+

+iTtat —iTa 0
(& -¢ R _
Il=— J: x @ e dx
211

[ = sin(TIH) rea)
Tt

Por la Férmula de los Complementos
T

sin(Ttd)

Nr-a) ro+l) =

_ 1
MNa+1)

Obs.: El resultado también es valido sobre R

2.6.2.- VALORES NOTABLES I"(%)

Def r
Tye r} TG . L)

Def B Jmr

D;.- A partir de la formula de duplicacion
2p-1

rep) - 2 -

derivando en forma logaritmica:
TRy, T, T

1
o) M +5)

F(2p) e T+
IO L, TR T
r@ rQ o
_ L
para p= 5
NG _ L, T
re (D)
ras
' __ 212 +T (1)




D,.- A partir de B(p %)

1 12
B(p,E) = Zf sin? ' do

nmm§

1
F(p+—
(p 2)
1

r(p)r(a) r'(p) ~ MNp+ %) _

/2
:Zf sin” " 'd do

1 r(p)
Fp+ 2)

1
para p= —

2
r'd)
r)

[

Calculando

F(p+3)

7o,
4£1 sin® ¢ Lsind do

_ o] =4 FZ L sing do

I= fn Lsing dp VP = J;m L cos® dO
I= f/z L sin do ~Od

= f Lsing do =21

f/z L sin2¢ d¢ B =

= j:l L sin® d6
/2

l f LsinO dB =1
2

[= f/z L sin2¢ do = f/z L (2 sind cosd) d =

I:J:” L2 dé +f/2 L sing do +F2 L cosd do

I= - L2+1+1

n

2

1=— "o
2

Retornando a
r'e)
rQ;)
r'd)
rQ;)

[

[

Se llega a
r'(
T

)

=

ST =4 12)

=202 +T (1)

S o] =4 J:m L sing do



Obs.: A partir de la primera Demostracion :

ras
' __ 212 +T (1)

y sabiendo de la primera parte de la segunda Demostracion

"D oy =4 FZ L sing do
1

r)
se puede extraer:

/2 n
[= J:T Lsing dp =— 7 L2

[

2.7.- TERCERA DEFINICION DE B

La segunda definicion de la funcion B se hace para extender la segunda definicion sobre el dominio

[R-Z"-{0}]% aldominio [C-Z -{0}]?
Para los reales negativos se extiende por definicidn la validez de la Férmula de Recurrencia

2.7.1.- DEFINICION

Se llama funciéon Gamma B (en su tercera definicion ) Euleriana de Segunda Especie:

Definicion de B (tercera):

B:[C-Z -{0})]? - C
x Pl (1-x)91 dx (pq)OC?0ORe(p)>00Re(q)>0

(Pa) - B(pa):= ) )
L AWT A g[c-z -{o
L (p@)OIC-2"-{0}]



3.- FUNCION GAMMA INCOMPLETA

Analogamente a las definiciones hechas para la funcion /= existen varias definiciones de la funcion
I" incompleta a partir de sucesivas extensiones del Dominio, a saber:

+

D=R
D=R-Z"-{0}
D=C-zZ"-{0}
3.1.- PRIMERA DEFINICION DE /[~ INCOMPLETA
3.1.1.- DEFINICION
Se llama funcién Gamma /~incompleta (en su primera definicién sobre el dominio R™):
Definicidn de /~incompleta (Primera): M  RxR - R

(@x) - May :=f et ta gt

1.1.2.- JUSTIFICACION DE LA DEFINICION: ANALISIS DE CVDE LA Il

Se analiza la CV de la II anterior para justificar la definicion.
1.- Existencia de la funcién integrando, salvo para puntos singulares aislados y los puntos singulares
F : OxOJ0A[ Oe't*!

Puntos singulares:
p.s. Vo <l1

2.- Existencia de la Integral de Riemann sobre el Intervalo de Integracion excluyendo los vecinales de los puntos

singulares:

f et 'dt OIR O fOC[ax] : a>0

3.- Analisis de CV en Vy, : se compara con t*'

e—ttﬂ—l B e—ttu—l

tﬂ—l l/tl—ﬂ

Ui 1

I/ 11 dtOCV = 1-0a <1< a>0 [Tabla2]
0+ ¢l @

. L e 't dt0CV « a>0
0+

4.- Resumen de CV
f e*x*ldx OCV « a >0



APENDICE 111
2.3.3.2.- FORMULA DE LOS COMPLEMENTOS: SEGUNDA DEMOSTRACION

D,.- Una segunda forma de llegar a la Formula de los Complementos es en el Campo Complejo por calculo de
Residuos:

1(p) :f xP~ 1 (1—x) 7" dx paA01[

Tomando la integral a lo largo del camino Yy

I:£ 2" (12) P dz

%

le\_ -3

Por el 2° Corolario del Teorema de Cauchy

e

-_5' h
r ¢
vii z=xe® l-z=(1x)e" £ = J‘l xP'(1—x) P dx DrZDq[Q-]r_’_I
1 v § 0+
. - +i = p-lc1_ -p
Yo: 00010 21 z=r1¢€ L CSup|f|=2m, 1 (1-1p) DQJ]};H_.O = L DQJ]I;HQO
n -0+ n -0+
Vi 7= x e oM -z = (1—x) e 0 -[ _ I—rz X Pl eti2neD) (1-x) P Max O El_.[gll" + et |
’ 1 r -0+
vi 0012 0] z=nre"™, L CSup| f| =21, (l—rl)p’lr2’PD[l|Djp]—>O = .[4 Dl]pjﬂ]—»()

r, -0+ 1, -0+



Para obtener la integral sobre ys se aplica la inversion:

ys: ®0[0 21] z=Re™® OWHE- s ®00 21 w=R'e™®

MR ) lz - I L4
k=0 k=0
=|:| =|:|
w=l,I
Lo - ? I
% mﬂ g a{?\ —~JFe
I 1
r L= P, oL AL RS

A

_1\P
[ LD,
S5+ w
= 211 R(0)
donde

RO)=(-1)P =™ P=¢ ™

Retomando
[ A A A
1 2 3 4 5
-1 +0 +e™P14+0=2me ™

e+i11p _ e—inp
2i
Se obtiene entonces
1L
sin(Tp)




2.3.3.3.- FORMULA DE LOS COMPLEMENTOS: TERCERA DEMOSTRACION

Dz;-  Una tercera forma de llegar a la Formula de los Complementos es en el Campo Complejo por céalculo de
Residuos:
00 p-1 ot o0 t(p-1)
I(p)=£ X7 «mq=f ¢ el dt
1+x o 1+e!
© @bt
- f dt 00701
o 1+e'

Tomando la integral a lo largo del camino y

pz
I:L ¢ dz
1+e?

La funcién integrando no tiene puntos de ramificacion, pero tiene Polos en
I+e'=0 = t=(m+2kmi

que son todos de primer orden. Para que se incluya un solo Polo en el recinto de integracion, se elige

B O ]m 31

k23
— ¥ i p=1=
X . x
]
—A+iy Ay
] i
-4 A

-wi

Por el Teorema de los Residuos:

£+£ +j: +£ = 27 R(T1 )

t J'_A & O0m- 1
L Z= = —
yl £1 A El — +o0

1+e¢'
oPA o (P-DA
v yOI0 Bl 2= Adiy  LCSwif|=B T =B 0 OGH-0 = £ 0 - 0
A - +o0 A - +00
o . A ep(t+il3) o
Vi z=t+ip J; —J; e A DG~ -Te
A +oo

Para obtener una ecuacion con una sola incognita, al aplicar el Teorema de los residuos se elige [3 =21t

il = OQRE -0 :>j; 0 QL - 0

A -+ A S+

. c
Vi YOIB 0] z=-Atly LCSwplf|=B-Zr—
oA



El calculo del Residuo en Ti

R(mi) =—¢"™

Retomando
L +£ +£ +j; = 210 R(11 )
1 2 3 4
I +0 —e ™1 +0=-2me™™
e+inp_e—inp
Il — =1
2i

Se obtiene entonces
1

sin(Tp)

2.3.3.4.- FORMULA DE LOS COMPLEMENTOS: CUARTA DEMOSTRACION

D,-  Una cuarta forma de llegar a la Férmula de los Complementos es en el Campo Complejo por medio de la Serie
de Fourier Trigonométrica:

o y P-1
I(p) = f X7

1+x

1.1.- Cambiando de variable x =¢'

0 p-1 _ 0 t(p-1)
I(p):f ;‘+ dx ‘_Iflﬁl_»:f et

X o 1+et
0 ept
:f dx pO] 0 1]
© ]+¢

Se puede construir una funcién g(p) definidaen pJ] 0 I[

. o xP7l
) =sin () [~ dx
. o0 ept
g =sin(m) [ - at
© l+e

1.2.- La funcion g(p) se desarrollara en Serie de Fourier como funcion par en el intervalo pU]-1 1[ donde
resulta entonces un periodo T=2.

Obs.: g(p) es indeterminada para p=0 y p=1 pero su limite en ambos casos es Tt

g(p) = sin (Tp) [(p)I' (1-p) = sin(Tp) L Fp+HF(-p) UL~ ™
p

&(p) = sin (Tp) F(p)(1-p) = sin(T(1-p)) r(p)ﬁ r@-p) O~ m

Desarrollando como funcion par



bk:()

a=2 [ sin(p) 1) cos(krp) dp = [ 1) [sin (Ger 1)  sin( (=D)p) ] dp

1.3.- Se calcula
Gy = [ sin @) ip) dp = [ sincorw) [ [

(&

pt
1+e

dt]dp

B fm : [J: ¢ sin (n7p) dp] dt

©  J+e!

00 1 ePt . 1
= t sin (n —nTtcos(n dt
[ ol gy [ GTO) o)l |

- [0 e

o 1+e' t?2+(nm)?

que para nlJ Impar

G(n):foo 4 =m
© t“ +(nT)

y que para nl] Par

0 _at
G(n)=f I-e —
© l+e' t?+(nm)

Que es la Integral de una funcién impar = G(n) =0

1.4.- Secalcula ahoralos ayy los ay

20 = f 1(p) [ sin (1) — sin( (~1)Tp) ] dp

=2 [ 1) sin (9 dp

=2G(1)=2m
ao

2
ay = J: I(p) [sin ((k+1)Tp) — sin( (k-1)Tp) ] dp
= G(k+1) — G(k=1)=0

1.5.- Entonces la Serie de Fourier es

. 3 Xp_l
ep) =sin () [~ —dx =
X

Se obtiene la formula de los complementos

0 Xp_l n
f 1+x  sin(Tp)



n

Frd-p)= Sin(Tp)




